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Àííîòàöèÿ
Ïðåäëîæåíî ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ îðìû äâóõýëå
ìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðîèëÿ  ìàêñèìàëüíûì êîýèöèåíòîì ïîäúåìíîé ñèëû ïðè
óñëîâèè áåçîòðûâíîãî îáòåêàíèÿ äîçâóêîâûì ïîòîêîì âÿçêîãî ãàçà. Ñîâìåñòíûé ó÷åò
âÿçêîñòè è ñæèìàåìîñòè äîñòèãíóò ïî ìîäåëÿì ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è ãàçà ×àïëûãèíà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìèçàöèÿ, ïîãðàíè÷íûé ñëîé, ãàç ×àïëûãèíà, îáðàòíàÿ êðàå
âàÿ çàäà÷à àýðîãèäðîäèíàìèêè, äâóõýëåìåíòíûé êðûëîâîé ïðîèëü.
Ââåäåíèå
Êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòü äîçâóêîâîé òðàíñïîðòíîé àâèàöèè â çíà÷èòåëüíîé ñòå-
ïåíè îïðåäåëÿåòñÿ óâåëè÷åíèåì ãðóçîïîäúåìíîñòè ñàìîëåòà è ñíèæåíèåì ìàòå-
ðèàëüíûõ çàòðàò íà åãî ïðîèçâîäñòâî. Ïîâûøåííûå òðåáîâàíèÿ ê òåõíè÷åñêèì
õàðàêòåðèñòèêàì ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà îáóñëîâëèâàþò àêòóàëüíîñòü ðàçðàáîòêè
ýåêòèâíûõ ìåòîäîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ îðì êðûëîâûõ ïðîèëåé,
òî åñòü ïðîèëåé ñ ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé ñèëîé, ìàêñèìàëüíûì àýðîäèíàìè-
÷åñêèì êà÷åñòâîì, ìèíèìàëüíûì ñîïðîòèâëåíèåì.
Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îðìû äâóõýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðîè-
ëÿ (áèïëàíà, ïðîèëÿ ñ çàêðûëêîì èëè ïðåäêðûëêîì) ñ ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé
ñèëîé â êëàññå áåçîòðûâíî îáòåêàåìûõ ïðîèëåé îñíîâàí íà ðåøåíèè îáðàòíîé
êðàåâîé çàäà÷è àýðîãèäðîäèíàìèêè (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â
îòûñêàíèè â ðàìêàõ âûáðàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ¾îïòèìàëüíîãî¿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñêîðîñòè, çàäàííîãî âäîëü ïîâåðõíîñòè íåèçâåñòíîãî êîíòóðà ïðîèëÿ è
ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó çíà÷åíèþ êîýèöèåíòà ïîäúåìíîé
ñèëû íà èñêîìîì ïðîèëå.
Òðàäèöèîííûå ñïîñîáû (ñì., íàïðèìåð, [2℄) îïòèìèçàöèè çàêëþ÷àþòñÿ â ìíî-
ãîêðàòíîì ðåøåíèè ïðÿìîé çàäà÷è è ïîäáîðå êðûëîâîãî ïðîèëÿ ñ æåëàåìûìè
àýðîäèíàìè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â íàøåé ðàáîòå,
ïîçâîëÿåò íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëèòü îïòèìàëüíóþ îðìó ïðîèëÿ èç èêñè-
ðîâàííîãî êëàññà êîíòóðîâ ïî ïàðàìåòðè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòè âäîëü
åãî ïîâåðõíîñòè. Óãëû àòàêè è ïîëîæåíèå ïðîèëåé äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà ïðè
ýòîì íå çàäàþòñÿ, à íàõîäÿòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ. Ìîäåëü òå÷åíèÿ ïîñòðîåíà òà-
êèì îáðàçîì, ÷òî ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðåíåáðå÷ü ýåêòàìè ñæèìàåìîñòè
âíóòðè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z (ðèñ. 1, à) èñêîìûå íåïðîíèöàåìûå êðûëîâûå ïðîè-
ëè AkBk (k = 1, 2), ñîñòàâëÿþùèå äâóõýëåìåíòíûé ïðîèëü áèïëàíà, îáòåêàþòñÿ
áåçîòðûâíî ïëîñêèì óñòàíîâèâøèìñÿ ïîòåíöèàëüíûì äîçâóêîâûì ïîòîêîì ñ çà-
äàííûìè ÷èñëàìè åéíîëüäñà Re∞ è Ìàõà M∞ íà áåñêîíå÷íîñòè. Êîíòóðû Lk
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б)а)
èñ. 1. Ôèçè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü (a) è ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè (b) ïî êîíòóðàì
äâóõýëåìåíòíîãî ïðîèëÿ: èíäåêñû 1 è 2 ñîîòâåòñòâóþò L1 è L2
ïðîèëåé ñ÷èòàþòñÿ ãëàäêèìè çà èñêëþ÷åíèåì çàäíèõ êðîìîê Bk , ãäå âíóòðåííèé
ê îáëàñòè òå÷åíèÿ óãîë ðàâåí 2pi .
Íàïðàâëåíèå îñè àáñöèññ â èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z âûáðàíî ïî íàïðàâëåíèþ
ñêîðîñòè v∞ íàáåãàþùåãî ïîòîêà. Ïåðèìåòðû ïðîèëåé èçâåñòíû è ðàâíû lk (k =
= 1, 2) .
Ïðè óñëîâèè áåçîòðûâíîãî îáòåêàíèÿ è ìàëîñòè òîëùèíû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ
äóãîâûå àáñöèññû sk êîíòóðîâ ïðîèëåé è ïîëóòåë âûòåñíåíèÿ íà ó÷àñòêàõ
Bk
′AkBk
′′
áóäåì ñ÷èòàòü ñîâïàäàþùèìè è îòñ÷èòûâàòü èõ îò íóëÿ â òî÷êàõ Bk
′
äî lk â Bk
′′
òàê, ÷òîáû ïðè âîçðàñòàíèè sk îáëàñòü òå÷åíèÿ îñòàâàëàñü ñëåâà.
àñïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè λk âäîëü ó÷àñòêîâ Bk
′AkBk
′′
ïîëóòåë
âûòåñíåíèÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå åñòü
λk = vk(sk, dj)/a∗ = λk(sk, dj), sk ∈ [0, lk], k = 1, 2, j = 1, . . . , 5,
ãäå dj  ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû, a∗  êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü (ðèñ. 1, á). Ôóíêöèè λk 
êóñî÷íî-ãëàäêèå, îáðàùàþùèåñÿ â íóëè â òî÷êàõ Ak ðàçâåòâëåíèÿ ïîòîêà sak , è â
ýòèõ òî÷êàõ îíè íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìû. àñïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåííîé ñêî-
ðîñòè âûáèðàþòñÿ èç êëàññà ãèäðîäèíàìè÷åñêè öåëåñîîáðàçíûõ (ÖÑ) [3℄, ÷òî
îáåñïå÷èâàåò áåçîòðûâíîå îáòåêàíèå â ðàìêàõ ïðèíÿòîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.
Ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ áåðóòñÿ ñ òàê íàçûâàåìîé ¾ïîëêîé¿ (ðèñ. 2, a), òî åñòü ñ ó÷àñò-
êîì ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè, òàê êàê èìåííî ¾ïîëî÷íûå¿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ýêñòðåìàëüíûìè â çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ïëîùàäè ýïþðû ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè.
Çàäàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè âäîëü èñêîìîãî êîíòóðà íå äîñòàòî÷íî äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ èçè÷åñêè ðåàëèçóåìîãî ðåøåíèÿ  ïðîèëÿ çàäàííîé òîëùèíû, îãðàíè-
÷åííîãî çàìêíóòûì êîíòóðîì áåç òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Äîïîëíèòåëüíûå ãåîìåò-
ðè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ, íàëàãàåìûå íà Lk (ðèñ. 2, á) è ïîçâîëÿþùèå çàèêñèðîâàòü
êëàññ èñêîìûõ ðåøåíèé, èìåþò âèä:
min
t∈[xk1, xk2]
ck(t) ≥ c
′, (1)
c ′′′ ≥ max
t∈[xk1, xk2]
ck(t) ≥ c
′′, (2)
ãäå ck(t)  çíà÷åíèå óíêöèè îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû k -ãî ïðîèëÿ â ïðîöåíòàõ
îò õîðäû ýòîãî ïðîèëÿ â òî÷êå x∗ = t ; ó÷àñòîê õîðäû [xk1, xk2] è âåëè÷èíû
c ′, c ′′, c ′′′ çàäàþòñÿ. Ïåðâîå èç îãðàíè÷åíèé âûðàæàåò óñëîâèå îòñóòñòâèÿ òî-
÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êîíòóðà, âòîðîå ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ ãðàíèö èçìåíåíèÿ
ìàêñèìàëüíîé òîëùèíû ïðîèëÿ.
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а)
б)
èñ. 2. Ñõåìà (a) çàäàíèÿ ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ dj (j = 1, . . . , 5) â ðàñïðåäåëåíèÿõ
ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè; ãåîìåòðè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ (, á), íàëàãàåìûå íà Lk (k = 1, 2)
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ òå÷åíèÿ ñóùåñòâóåò êîì-
ïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïîòîêà w(z) = ϕ(x, y) + iψ(x, y) , ãäå z = x+ iy . Ñ÷èòàåì, ÷òî
èçâåñòåí ðàñõîä q∗ ìåæäó êîíòóðàìè Lk ïîëóòåë âûòåñíåíèÿ è ðàçíîñòü ïîòåíöè-
àëîâ ϕ∗ ìåæäó òî÷êàìè A2 è A1 . Ïîëîæèâ w(z) ðàâíûì íóëþ â òî÷êå A1 , áóäåì
èìåòü:
ϕ(sa1) = 0, ψ(sa1) = 0, ϕ(sa2) = ϕ∗, ψ(sa2) = q∗.
Òðåáóåòñÿ íàéòè îðìó äâóõýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðîèëÿ, îáëàäàþùåãî
ìàêñèìàëüíîé ïîäúåìíîé ñèëîé.
2. åøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è
Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî ëèíåéíîãî ðàçìåðà âûáåðåì âåëè÷èíó l = 0.5(l1 + l2)
ïîëóñóììû ïåðèìåòðîâ èñêîìûõ ïðîèëåé.
Ó÷èòûâàÿ áåçîòðûâíûé õàðàêòåð îáòåêàíèÿ, âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäïîëîæåíèÿìè,
÷òî äëÿ áîëüøèõ (ïîðÿäêà 105 ÷ 107 ) çíà÷åíèé ÷èñëà Re∞ âÿçêîñòü áóäåò ñêàçû-
âàòüñÿ ëèøü â äîñòàòî÷íî òîíêîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå îêîëî ïðîèëÿ, à äëÿ äîçâó-
êîâûõ ñêîðîñòåé âíåøíåãî ïîòîêà ñæèìàåìîñòüþ âíóòðè ñëîÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
åøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ñâåäåòñÿ ïðè ýòîì ê íàõîæäåíèþ êîíòóðîâ ïîëóòåë âû-
òåñíåíèÿ, îáòåêàåìûõ ïîòîêîì ãàçà ×àïëûãèíà, çíàÿ êîòîðûå íàõîäèì îðìó èñ-
êîìûõ ïðîèëåé, îòñòóïèâ íà ó÷àñòêàõ Bk
′AkBk
′′
âíóòðü ïîëóòåë íà òîëùèíó
âûòåñíåíèÿ δ∗k(s) .
Èç òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ èçâåñòíî, ÷òî îòðûâ ïîòîêà ìîæåò ïðîèñõîäèòü
ëèøü íà äèóçîðíûõ ó÷àñòêàõ, õàðàêòåðèçóåìûõ îòðèöàòåëüíûìè ãðàäèåíòàìè
ñêîðîñòè. Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè íà âîçìîæíî áîëüøåé ÷à-
ñòè êîíòóðà ñëåäóåò çàäàâàòü íåóáûâàþùèì, à íà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîñòðàèâàòü
åãî òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå áåçîòðûâíîñòè
fk(s) =
aλ′k(s)
|λk(s)|
b

 s∫
s∗
|λk(τ)|
b−1
dτ + ftk

 ≥ f0,
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ãäå fk(s)  îðìïàðàìåòð, f0 , a , b  ýìïèðè÷åñêèå ïîñòîÿííûå, ftk õàðàêòåðèçóåò
âêëàä â fk ëàìèíàðíûõ ó÷àñòêîâ. Åñëè ïîãðàíè÷íûé ñëîé íà ïðîèëå ïîëíîñòüþ
òóðáóëåíòíûé, òî ftk = 0 , a = 1.17 , b = 4.75 , f0 = −2 .
Â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè âî âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè u = ξ + iη
âûáðàí ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè ω1 è ω2 = ipi/2 . Îáëàñòü èçìåíåíèÿ êîì-
ïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà â ïëîñêîñòè w äëÿ ãàçà ×àïëûãèíà ñîõðàíèò òîò æå âèä,
÷òî è äëÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè [4℄:
w(u) = ϕ(ξ, η) + iψ(ξ, η) = Λζ(u− iα) + Λζ(u + iα)+
+
Γ1 + Γ2
2pii
ln
σ(u − iα)
σ(u + iα)
+ +uγ1 + β,
dw
du
(u) ≡ Ω(u) = −Λρ(u− iα)− Λρ(u+ iα) +
Γ1 + Γ2
2pii
[ζ(u − iα)− ζ(u + iα)] + γ1,
ϕ1(ξ1) = ϕ(ξ1, pii/2), ψ1(ξ1) = ψ(ξ1, pii/2),
ϕ2(ξ2) = ϕ(ξ2, 0), ψ2(ξ2) = ψ(ξ2, 0), ξ1, ξ2 ∈ [0, ω1] ,
ãäå ω1, ξ1, ξ2 ∈ [0, ω1] ; Λ = Λ1 + iΛ2 ; β = β1 + iβ2 , α  íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå;
ρ(u) , ζ(u) , σ(u)  óíêöèè Âåéåðøòðàññà ñ ïîëóïåðèîäàìè pii/2 è ω1/2 ; η1 = ζ(u+
+ ω1) − ζ(u)  êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò ω1 ; öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè Γk ïî êàæäîìó
êîíòóðó Lk ðàâíû ϕk(lk) − ϕk(0) ; γ1 =
1
ω1
[
−Γ1 + (Γ1 + Γ2)
α η1
pi
− (Λ + Λ)η1
]

êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò ω1 , α .
Ìîäåëè ãàçà ×àïëûãèíà ñîîòâåòñòâóåò âñïîìîãàòåëüíàÿ óíêöèÿ
χ(u) = ln
2 |λ(u)|
1 +
√
1 + 4c2λ2(u)
− iθ, c2 = 0.296,
èìåþùàÿ ëîãàðèìè÷åñêèå îñîáåííîñòè â òî÷êàõ Ak îáðàùåíèÿ ïðèâåäåííîé ñêî-
ðîñòè λk â íóëü. Âûäåëèâ ýòè îñîáåííîñòè
χ(u) = χ∗(u) + ln
[
sin
pi(u − ua1)
ω1
sin
pi(u − ua2)
ω1
]
,
àíàëèòè÷åñêóþ óíêöèþ χ∗(u) = S∗ − iθ∗ , äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîòîðîé íà ãðà-
íèöàõ ïðÿìîóãîëüíèêà èçâåñòíà:
Sk(ξk) = S
∗ (ξk, ηk) = ln
2 |λ(sk(ξk))|
1 +
√
1 + 4c2λ2(sk(ξk))
−
− ln
∣∣∣∣sin pi(ξk − ξa1 − 12 (k − 1)pii)ω1 sin
pi(ξk − ξa2 +
1
2 (2− k)pii)
ω1
∣∣∣∣ ,
âîññòàíîâèì ïî îðìóëå Âèëëÿ (ñì., íàïðèìåð, [6℄):
χ∗(u) =
1
pii
ω1∫
0
[
S1(ξ)ζ
(
u− ξ − 12 pii
)
− S2(ξ)ζ (u− ξ)
]
dξ +
η1 − 2
2ω1
P1 + iP2,
ãäå P2  ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ, à äëÿ P1 èìååì
P1 =
ω1∫
0
S1(ξ) dξ =
ω1∫
0
S2(ξ) dξ. (3)
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Óñëîâèå (3) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì îäíîçíà÷íîñòè óíêöèè χ∗(u) .
Êîîðäèíàòû êîíòóðîâ ïîëóòåë âûòåñíåíèÿ íàõîäÿòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì âûðà-
æåíèÿ
dz = exp[−χ(u)]w ′(u) du− c2 exp[χ(u)]w ′(u) du, (4)
ãäå ÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Ôîðìó èñêîìûõ ïðîèëåé íà-
õîäèì, îòñòóïèâ ïî íîðìàëè íà ó÷àñòêàõ Bk
′AkBk
′′
âíóòðü ïîëóòåë íà âåëè÷èíó
òîëùèíû âûòåñíåíèÿ δ∗k(s) . Ôóíêöèÿ δ
∗
k(s) îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ëþáîãî èç èç-
âåñòíûõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð, îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà Êî÷èíà Ëîéöÿíñêîãî
[5℄.
Êîíòóðû Lk èñêîìîãî äâóõýëåìåíòíîãî ïðîèëÿ áóäóò çàìêíóòû, åñëè ñîîò-
âåòñòâóþùèå êîíòóðû ïîëóòåë âûòåñíåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå èç (4), ðàçîìêíóòû íà
âåëè÷èíó
∆zk = −iδ
∗
0k exp (iθ0k) , (5)
ãäå θ0k  àðãóìåíò âåêòîðà ñêîðîñòè â òî÷êàõ Bk
′
è Bk
′′; δ∗0k = δ
∗
k(0) + δ
∗
k (lk) ;
δ∗k(0), δ
∗
k (lk)  çíà÷åíèÿ òîëùèí âûòåñíåíèÿ â òî÷êàõ Bk
′
è Bk
′′
ñîîòâåòñòâåííî.
Êðîìå òîãî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå (3) îäíîçíà÷íîñòè óíêöèè χ∗ è óñëîâèå
ñîâïàäåíèÿ âåëè÷èíû ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà, íàéäåííîé â õîäå
ðåøåíèÿ çàäà÷è, ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì λ∞ = v∞/a∗ :
Reχ(iα) = ln
{
2λ∞
[
1 + {1 + 4c2λ2
∞
}1/2
]−1}
. (6)
3. Íàõîæäåíèå àýðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
Êîýèöèåíòû ñîïðîòèâëåíèÿ Cxk è ïîäúåìíîé ñèëû Cyk êàæäîãî èç ïðîè-
ëåé äâóõýëåìåíòíîãî ïðîèëÿ îïðåäåëÿþòñÿ îðìóëàìè
Cxk =
∮
Lk
(cfkdx+ cpkdy), Cyk =
∮
Lk
(cfkdy − cpkdx),
ãäå cfk  ìåñòíûé êîýèöèåíò òðåíèÿ, cpk  êîýèöèåíò äàâëåíèÿ äëÿ àäèàáà-
òè÷åñêîãî òå÷åíèÿ
cpk =
2
ν0M2∞
[(
1− λ2k/ [(ν0 + 1)(ν0 − 1)]
1− λ2
∞
/ [(ν0 + 1)(ν0 − 1)]
)ν0(ν0+1)
− 1
]
,
ν0 = 1.41 äëÿ âîçäóõà.
Êîýèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ Cx , êîýèöèåíò ïîäúåìíîé ñèëû Cy è àýðîäè-
íàìè÷åñêîå êà÷åñòâî K äâóõýëåìåíòíîãî ïðîèëÿ íàõîäÿòñÿ ïî îðìóëàì:
Cx = Cx1 + Cx2, Cy = Cy1 + Cy2, K = Cy/Cx.
4. åøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè
Ýòî ðåøåíèå ñîñòîèò â îïòèìàëüíîì âûáîðå èñõîäíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðèâå-
äåííîé ñêîðîñòè λk = λk(sk, dj) , ïðè êîòîðûõ óíêöèîíàë F (dj) = Cy(λk(sk, dj))
ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñ ó÷åòîì óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà-
÷è (3), (5), (6), ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé (1), (2) è äîïîëíèòåëüíûõ ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åíèé íà ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû:
A1d = g1, (7)
A2d ≤ g2, (8)
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dl ≤ d ≤ dm, (9)
ãäå ìàòðèöû A1, A2 è âåêòîðû g1, g2, dl, dm ∈ R
n
çàäàíû.
Äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ïðèìåíåí êîìáèíèðîâàííûé ïîäõîä, ñî-
÷åòàþùèé â ñåáå ìåòîä øòðàíûõ óíêöèé è ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî êâàäðà-
òè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî óíêöèîíàëà âûáðàí
Φ(dj) = ε1∆z + ε2∆c
∗ + ε3∆c
∗∗ − Cy, (10)
ãäå ∆z  ñóììà êâàäðàòîâ íåâÿçîê óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è, à âå-
ëè÷èíû ∆c∗, ∆c∗∗ îòûñêèâàþòñÿ èç âûðàæåíèé:
∆c∗ = ∆1c
∗ +∆2c
∗, δ∆c∗∗ = ∆1c
∗∗ +∆2c
∗∗,
∆kc
∗ =
{
(c∗k − c
′)
2
, c∗k < c
′,
0, c∗k ≥ c
′,
∆kc
∗∗ =


(c∗∗k − c
′′)
2
, c∗∗k < c
′′,
0, c ′′ ≤ c∗∗k ≤ c
′′′,
(c∗∗k − c
′′′)
2
, c∗∗k > c
′′′,
c∗k = min
t∈[xk1, xk2]
ck(t), c
∗∗
k = max
t∈[xk1, xk2]
ck(t).
Äëÿ çàäàííûõ âåëè÷èí øòðàà ε1 > 0, ε2 > 0 è ε3 > 0 ðåøàåòñÿ çàäà÷à
ìèíèìèçàöèè óíêöèîíàëà (10) ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè (7)(9). ×èñëåííàÿ
ðåàëèçàöèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îñóùåñòâëåíà íà ÿçûêå Ôîðòðàí ïðè ïîìîùè ïðîöå-
äóðû, îñíîâàííîé íà àëãîðèòìå ¾TOLMIN¿ [7℄.
åøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (10) âûïîëíÿåòñÿ ìíîãîêðàòíî äëÿ ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé øòðàà ε1 , ε2 , ε3 . Ýòè âåëè÷èíû ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû óìåíüøå-
íèå çíà÷åíèé óíêöèîíàëà äîñòèãàëîñü (â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé)
çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ êîýèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû Cy . Çàòåì ïîñòðîåííûå êîí-
òóðû ñ ìàêñèìàëüíûì Cy , êîòîðûå, êàê ïðàâèëî, ïîëó÷àþòñÿ ðàçîìêíóòûìè, çà-
ìûêàþòñÿ ïóòåì ïîñòåïåííîãî óâåëè÷åíèÿ ε1 . Îäíîâðåìåííî óâåëè÷èâàÿ ε2, ε3 ,
äîáèâàåìñÿ âûïîëíåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé (1), (2). Ïðè ýòîì ñëåäóåò èç-
áåãàòü ðåçêèõ ñêà÷êîâ øòðàîâ è, êàê ñëåäñòâèå, áîëüøèõ ïàäåíèé Cy . Ñõîäèìîñòü
îïèñàííîãî ïðîöåññà ïîäòâåðæäåíà ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè.
5. åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé
çàäà÷è ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì. àññìàòðèâàëîñü îáòåêàíèå äâóõýëåìåíò-
íîãî ïðîèëÿ ïîëíîñòüþ òóðáóëåíòíûì ñæèìàåìûì ïîòîêîì ïðè M∞ = 0.3 è
Re∞ = 1.45 · 10
7
.
Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ çàäàâàëèñü ïàðàìåòðè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ λk =
= λk(sk, dj) , k = 1, 2 , ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè ¾ïîëî÷íîãî¿ òèïà èç êëàññà ÖÑ.
Èç ñîîáðàæåíèé áåçîòðûâíîñòè îáòåêàíèÿ îñóùåñòâëÿëñÿ âûáîð äëèíû ïîëêè (ó÷à-
ñòîê λ = λmax ) è äîñòðàèâàëîñü ðàñïðåäåëåíèå λk íà ó÷àñòêå òîðìîæåíèÿ. Îïòè-
ìàëüíûé âûáîð λk îñóùåñòâëåí ïîäáîðîì ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ dj (j = 1, . . . , 5)
(ðèñ. 2, a).
Ïðèìåð ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è, êîãäà ãåîìåòðè÷åñêèå
îãðàíè÷åíèÿ (1, 2) íå ó÷èòûâàëèñü, ïðèâåäåí íà ðèñ. 3 (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ íà
ðèñ. 3, a ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè λ ′2 = λ2/λ∞ îñíîâ-
íîãî ïðîèëÿ, ñïëîøíàÿ êðèâàÿ  ðàñïðåäåëåíèþ λ ′1 = λ1/λ∞ çàêðûëêà). ßñíî,
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а)
б)
èñ. 3. àñïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè (à) è êîíòóð (á) îïòèìàëüíîãî äâóõýëåìåíò
íîãî ïðîèëÿ áåç ó÷åòà ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé
Òàáë. 1
 ïðîèëÿ b 1 c
∗
1 c
∗∗
1 b 2 c
∗
2 c
∗∗
2 Cx Cy K
1 0.19 0.2 7.4 0.78 0.7 5.9 0.0086 1.54 179
2 0.19 1.0 15.8 0.76 6.8 20.2 0.0130 1.47 113
а)
б)
èñ. 4. àñïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè (à) è êîíòóð (á) îïòèìàëüíîãî äâóõýëåìåíò
íîãî ïðîèëÿ ñ ó÷åòîì ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé
÷òî èçè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ òàêèõ òîíêèõ ïðîèëåé íà ïðàêòèêå çàòðóäíèòåëü-
íà. Äåéñòâèòåëüíî, â ðåçóëüòàòå îïòèìèçàöèè ìàêñèìàëüíàÿ òîëùèíà êàæäîãî èç
ýëåìåíòîâ ïðîèëÿ íå ïðåâûñèëà 8% õîðäû ýëåìåíòà, à ñ ïðèáëèæåíèåì ê çàä-
íåé êðîìêå èõ òîëùèíà ñíèçèëàñü è ñîñòàâèëà â òî÷êå 0.85 õîðäû 0.2% è 0.7%
ñîîòâåòñòâåííî (ñì. òàáë. 1, ïðîèëü 1).
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(0,10) (1 ,10)0
(2 ,0)0
( 10,0)-
èñ. 5. àñ÷åòíàÿ ñåòêà: îáëàñòü íà áåñêîíå÷íîñòè
èñ. 6. àñ÷åòíàÿ ñåòêà: îáëàñòè, ïðèëåãàþùèå ê êîíòóðàì
Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåí ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è â ïîëíîé ïî-
ñòàíîâêå äëÿ c ′ = 1% , c ′′ = 10% , c ′′′ = 25% , xk1 = 0.1 , xk2 = 0.85 , k = 1, 2 . Çäåñü
îñíîâíîé ïðîèëü è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðàñïðåäåëåíèå λ ′2 = λ2/λ∞ èçîáðàæåíû
øòðèõîâîé êðèâîé, à çàêðûëîê è ðàñïðåäåëåíèå λ ′1 = λ1/λ∞  ñïëîøíîé.
Ïîëó÷åííûé äâóõýëåìåíòíûé ïðîèëü óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì êëàñ-
ñà èñêîìûõ ðåøåíèé. Óâåëè÷åíèå òîëùèíû ïðîèëÿ äî ïðèåìëåìûõ çíà÷åíèé
ïðèâåëî ê ñíèæåíèþ êîýèöèåíòà Cy ïîäúåìíîé ñèëû íà 4.5% ïî ñðàâíåíèþ
ñ ïðîèëåì 1 (ðèñ. 3) è çíà÷èòåëüíîìó (áîëåå 50%) óâåëè÷åíèþ êîýèöèåíòà
Cx ñîïðîòèâëåíèÿ, ÷òî íåãàòèâíî ñêàçàëîñü íà âåëè÷èíå K àýðîäèíàìè÷åñêîãî
êà÷åñòâà (ñì. òàáë. 1, ïðîèëü 2).
6. Òåñòîâûé ðàñ÷åò
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áûë ïðîâåäåí ïðÿìîé
ðàñ÷åò îáòåêàíèÿ îïòèìàëüíîãî ïðîèëÿ 2 (ðèñ. 4) óñòàíîâèâøèìñÿ äîçâóêîâûì
ïîòîêîì âÿçêîãî ãàçà. Äèñêðåòèçàöèÿ îáëàñòè òå÷åíèÿ îñóùåñòâëåíà ñòðóêòóðè-
ðîâàííîé ìóëüòèáëî÷íîé ñåòêîé ñ ïðÿìîóãîëüíûìè ÿ÷åéêàìè (ðèñ. 5, 6; ðàçìåðû
óêàçàíû â õîðäàõ: b = b1 + b2 ).
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èñ. 7. Ëèíèè òîêà
s10.1 0.2 s2
-2
0
0.5 1
cp2
-1
-2
0
cp1
-1
а) б)
èñ. 8. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà cpk ñ äàííûìè ïðîãðàììû FLUENT
Õàðàêòåðèñòèêè íàáåãàþùåãî ïîòîêà ñëåäóþùèå: M∞ = 0.3 , Re∞ = 1.45 · 10
7
,
ïëîòíîñòü ρ∞ = 1.29 êã/ì
3
, äàâëåíèå p∞ = 101325 Ïà, òåìïåðàòóðà T∞ =
= 273 K, ñêîðîñòü v∞ = 100 ì/ñ, äèíàìè÷åñêèé êîýèöèåíò âÿçêîñòè µ∞ =
= 1.7894 · 10−5 êã/ì−1 , õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð l = 2 ì.
àñ÷åò ïðîâîäèëñÿ äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè Ñïàëàð-
òà Àëëìàðàñà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììû FLUENT. åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 7, 8.
Íà ðèñ. 7 èçîáðàæåíû ëèíèè òîêà.
àñ÷åò ïîëÿ ÷èñåë Ìàõà ïîêàçàë, ÷òî â îáëàñòÿõ ðàçðåæåíèÿ äàâëåíèÿ, ïðèìû-
êàþùèõ ê âåðõíåé ïîâåðõíîñòè îñíîâíîãî ïðîèëÿ è çàêðûëêà è ñîîòâåòñòâóþùèõ
¾ïîëî÷íûì¿ ó÷àñòêàì ðàñïðåäåëåíèé ïðèâåäåííîé ñêîðîñòè λk , òå÷åíèå  äîçâó-
êîâîå, à âåëè÷èíà M âàðüèðóåòñÿ â ïðåäåëàõ 0.55÷ 0.58 .
Íà ðèñ. 8 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ãðàèêîâ êîýèöèåíòîâ äàâëåíèÿ cpk , k = 1, 2 ,
ïîëó÷åííûõ èç ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, ñ äàííûìè, âû÷èñëåííûìè ïðè ïîìîùè
ïðîãðàììû FLUENT (çíà÷åíèÿ cpk , íàéäåííûå ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû FLUENT,
îòìå÷åíû òî÷êàìè). Â öåëîì ãðàèêè óäîâëåòâîðèòåëüíî ñîãëàñóþòñÿ. Íåêîòîðîå
ðàññîãëàñîâàíèå êîýèöèåíòîâ äàâëåíèÿ cp1 íà ¾ïîëî÷íîì¿ ó÷àñòêå çàêðûëêà
îáúÿñíÿåòñÿ âëèÿíèåì ¾ñëåäà¿ çà îñíîâíûì ïðîèëåì íà õàðàêòåðèñòèêè çàêðûë-
êà, êîòîðîå â îáðàòíîé çàäà÷å íå ó÷èòûâàëîñü. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî, õîòÿ è
ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðè÷èí íåñîâïàäåíèÿ âåëè÷èíû êîýèöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ
Cx = 0.0253 ñ âåëè÷èíîé Cx = 0.0130 , ïîëó÷åííîé ðàíåå â õîäå ðåøåíèÿ çàäà-
÷è, íå îêàçàëî çíà÷èòåëüíîãî âëèÿíèÿ íà ðàñ÷åò êîýèöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû
Cy = 1.44 (ðàçíèöà â 2% ïî ñðàâíåíèþ ñ Cy = 1.47 , ñì. òàáë. 1).
Çàêëþ÷åíèå
åøåíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè îðìû äâóõýëåìåíòíîãî êðûëîâîãî ïðîèëÿ, îá-
ëàäàþùåãî ìàêñèìàëüíûì êîýèöèåíòîì ïîäúåìíîé ñèëû ïðè áåçîòðûâíîì îá-
òåêàíèè äîçâóêîâûì ïîòîêîì âÿçêîãî ãàçà. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è èñïîëüçîâàëèñü
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ìåòîäû òåîðèè îáðàòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ óíêöèé. Âû÷èñëè-
òåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîäòâåðäèë ñõîäèìîñòü îïèñàííîãî ïðîöåññà. Ïðèâåäåíû
ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ îïòèìàëüíîãî ïðîèëÿ ñ çàêðûëêîì. Ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé ïðèâîäèò ê íåçíà÷èòåëüíîìó ñíèæåíèþ êîýèöèåíòà
ïîäúåìíîé ñèëû èñêîìîãî ïðîèëÿ.
Summary
P.A. Volkov, N.B. Ilinskiy. About the Problem of Two-Element Airfoil Optimization.
A numerial solution is presented for the problem of nding an optimal two-element
wing airfoil shape with maximum lift oeient owed by a subsoni visous non-separation
stream. The solution method is based on the theory of inverse boundary-value problem of
aerohydrodynamis for analytial funtions. The eets of visosity and ompressibility within
the framework of boundary layer theory and the Chaplygin's gas model are taken into aount.
Key words: optimization, boundary layer, Chaplygin's gas, inverse boundary-value
problem of aerohydrodynamis, two-element airfoil.
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